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@ un convexe compact du plan R? ayant O dans son intérieur. On identifie R%et C. \

Pour ¢ réel on définit 7(t) = sup{r >0:re’ e K} . Alors :

1) La fonction r est définie et continue
2) r est dérivable a gauche et a droite en tout point

3) L'ensemble des réels ¢ ou 7 n'est pas dérivable est au plus dénombrable

4) r est dérivable en ¢ si et seulement si il existe une unique droite d'appui a K en M (¢) = r(t)e"

5) Quand 7 est dérivable partout, r est de classe ci

t
6) Quand 7 est C', il existe une fonction continue A telle que r(¢) = r(0) exp('[o cotan(A(¢) — t)dtj

7) Quand 7 est C?, la longueur du bord de K est majorée par 27r.max r

wndrest C* 1/r+(1/r"=0. /

1) La fonction 7 est définie et continue en tout point

Comme K contient une boule de centre O et de rayon a > 0 et est contenu dans une boule de centre O et de
rayon b, r est définie sur R, de période 277, et bornée par a et b . Le point M () = r(¢)e” estsurle bord T,
ou la frontiére, de K . Pour toute >0 :

— (r(t)+&)e" nest plus dans K par définition méme de (?) ;
— N =(r(t)—€)e" estdans l'intérieur de K car, par homothétie de centre M (¢), la boule de centre N et de

estdans K .

rayon a
r(t

Le bord T" de K est donc I'ensemble des 7(t) e quand ¢ décrit R ou r(¢) = max{r >0:re' e K}, K étant
représenté par {rei’ teRet0<r< r(t)}.

Soit(,) une suite de limite ¢ : on va montrer que la suite bornée (7(¢,)) a pour limite 7(¢) en prouvant que 7(¢) est
la seule valeur d’adhérence. Soit s une valeur d’adhérence de r(z,) . La suite r(zn)e”" convergeant vers se" et K

étant fermé, on a se” € K, d’ot s < 7(¢) . Raisonnons par I'absurde en supposant s < 7(¢) . Alors se” est dans

I'intérieur de K et il existe alors £ >0 tel que la boule ouverte B(se”,s) soit dans K . Mais par définition de r(¢,)
(r(t,)+1/n) "¢ K, donc‘(r(tn) +1/ n)e”" —se"
r(t,).

2 £, ce qui est absurde puisque s est valeur d’adhérence des
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2) La fonction 7 est dérivable a gauche et a droite en tout point

On ne peut faire mieux comme le prouve I'exemple suivant. Soit K le carré max(| x|,| y[) <1 : r(¢)=1/cost sur
[0,7/4],7(t)y=1/sint sur[z/4,m/2], r'y(m/4)=—2,r' (m/4) =+2 .
La dérivabilité en un point est une notion locale. Une rotation des axes peut toujours amener un point M (¢,) en

M (0), la nouvelle fonction 7 devenant? — r(¢+1t,) : il enrésulte que si  aen ¢ =0 des dérivées a droite et a

gauche, il en sera de méme en tout 7. Dans toute la suite, sauf en a), nous bornerons donc les démonstrations a
t=0.

a) L’inégalité de base sur la fonction »

nsedonne f, <t <t, <t,+xetonposer, =r(t)pour i=0,1,2:

ok SIn(t, —t,) < 1y sin(t, —t,) + rip, sin(t, —t,) .

On exploite le dessin, ou M, = M (¢,) = rl.eitf :

Comme K est convexe, OM, = OH et donc I'aire du triangle OM M, surpasse I'aire de OHM, et I'aire de
OM M, dépasse I'aire de OHM , . L'inégalité résulte de ce que la somme des aires des triangles OM M, et

OM , M, vaut la surface de OM (M, et que la surface d’un triangle O4AB est donnée par OA.OB.sin AOB /2.

Une démonstration formelle aurait pu étre donnée au moyen des déterminants ; on aurait pu aussi déterminer le
point K projeté de M, sur la droite OM, parallelement a M M, et exprimer que OK dépasse OM ,.

b) La fonction auxiliaire 7, attachéea 1 =0

Pour des raisons qui apparaitront au fil du texte, on introduit la fonction 7, définie sur | —7,0[U]0,7z[ par

T (1) = r(t)cost —r(0)

- .Quand 0 <|t[<| 7 /2], son interprétation géométrique est la suivante
r(t)sint

Nous démontrons successivement, a partir de I'inégalité a) :
(i) 7;, décroit sur]0,77/2[ (ii) 7, décroit sur]—7/2,0[

(iii) T,() < T, (¢") si —w/2<t'<0<t<7m/2 (iv) 7, a des limite finiesenz =0.
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Preuves :

(i) En faisant ¢, = 0dans a), il vient T;(#) = T;(¢,) quand 0<¢ <t?, <7 carsint, etsint, sont positifs.

(ii) En faisant £, = 0 dans a) encore, on obtient la décroissance de T, sur]—7,0[ car -7 <?, <t <0 etle

7, cost, —r(0) S Ticost, — r(0)

produit sin,sin¢, est>0 : - .
7, sint, 7 sint

(iii) En faisant ¢, =0, on aboutita 7;,(#,) <Ty(t) si —x/2<t,<0<t,<7m/2.

(iv) 7, étant décroissante sur ]— 7/ 2,0[ et minorée, décroissante sur 0,77/ 2[ et majorée, a des limites finies a
gauche et a droite de# = 0, avec 7,(0") < 7,(07).

Exemple. Soit K le triangle plein fermé de sommets A(2,0), B(0,3) et C(—2,—-2). La fonction r est donnée par

6/(3cost+2sint) sur [0,7/2]
6/(2sint—5cost) sur [ /2,7]
2/(cost—2sint) sur [-37/4,0]
6/(2sint—5cost)sur [-m,—3m / 4]

() =

Le graphe de r sur[—7, 7] confirme la non dérivabilité en les trois sommets :

Le graphe de 7}, sur]—7,7z[ est conforme aux propriétés de la fonction :
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159

104

=104

=15

-20-
et pose la question de savoir si 7j, ne serait pas tout bonnement décroissante sur |—7, 7] .

L’horizontalité du graphe sur[—7 /2,7 / 2] s’explique par I'interprétation géométrique de 7, donnée en début de b).

c) dérivabilité en =0

r(0)(1=cost)+r(0)T;(¢)sint
cost—T;(t)sint

avec ', (0) =r(0)7,(07) et r',(0)=r(0)7,(07) ; deplus, r',(0) < 7', (0).

montre que 7 est dérivable a droite et a gaucheent =0,

Lidentité 7(¢z) —r(0) =

Les dérivéesr', et ', existent donc en tout pointet 'y, < 7', .

3) L’ensemble des réels ¢ ou la fonction r n’est pas dérivable est au plus dénombrable

Cette assertion découle d’une propriété plus générale sur les fonctions :

oit / une fonction de R dans R ayant en tout point des dérivées a droite et a gauche.

lors, ’ensemble des réels x en lesquels f n’est pas dérivable est au plus dénombrable.

a) L'ensemble A= {x () <0< f, (x)} est dénombrable.
S ) - /(x)
y—x

Comme f',(x) = lim+ , il existe b, (x) >0 tel que y €]x,x + A, (x)[ implique <0 donc
Yy

PAC)RAC)]
y—x

ou encore

f(¥)< f(x) ; de méme, il existe 1, (x) > 0 tel que y €]x — A, (x), x[ impliqueM >0,d
y—x

f(¥)< f(x)cary—x<0.Pourtout x de 4, il existe donc /#(x) >0 tel que 0 <| y —x < h(x) implique
S(»)< f(x).Soit A, définipar 4, ={xe A:h(x)>1/ p} : deuxréels distincts x et y de 4, ne peuvent véri-
fier |x—y|<1/ p,sinononauraitalafois0<|y—x|<h(x) et 0<|x—y|<h(y) d'ou f(y)< f(x) et

S(x) < f(»).lenrésulte que pour n entier 4, N[—n,n] est de cardinal fini puis que 4, = Un A, N[-n,n] est

dénombrable ; il en est de méme pour A = U Ap .
P
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b) Pour r et s rationnels tels que r < s, I'ensemble {x flu(x)<r<s< f'g(x)} est dénombrable.
Il suffit d'appliquer a) a la fonction A(x) = f(x)—x(r+s)/2 etde remarquer que
{x fl(x)<r<s< f'g(x)} C{x ()< (r+s)/2 <f'g(x)}.
c) L’ensemb/e{x fl(0)< f'g(x)} est dénombrable.
En effet, cet ensemble est la réunion dénombrable des ensembles {x L (x)<r<s< f'g(x)}.
d) L’ensemb/e{x L (x)# f'g(x)} est dénombrable.

En passanta —f , on prouve que I’ensemble{x f () > f'g(x)} est dénombrable.

4) Droites d’appui du convexe compact K

En tout point M du bord du convexe fermé K existe au moins une droite d’appui, une droite D qui contient M

et telle que K estinclus dans I'un des demi-plans fermés de frontieére D . Pour un disque, les droites d’appui sont les
tangentes a la circonférence ; pour un carré, en chaque sommet passent une infinité de droites d’appui, les autre
droites d’appui étant les cotés. Nous prouvons maintenant

v est dérivable en t si et seulement si existe une seule droite d’appui en M (t)

Il en résultera que ’ensemble des points exceptionnels du bord de K est au plus dénombrable.

Démonstration.

Conformément a ce qui a été dit, on se borne toujoursa ¢t =0.
Soit D une droite d’appui en M (0). D ne peut é&tre horizontale sinon O seraitsur D et K ne serait d’un méme

coté de D ;il en résulte que I'équation cartésienne de D est de la forme x—r(0)=ay .
Le demi-plan contenant K est d’inéquation x —#(0) < ay, donc pour tout réel ¢, rcost —r(0) < arsint .
Pour t€]0,7[, il vient donc T(¢) < a , tandis que pour t€]—7,0[,ona T(¢) > a ;en faisant tendre ¢ vers0, on

obtient I'encadrement poura :T,(0") <a < T,(07).

Pour établir la réciproque, prouvons une cinquiéme propriété sur la fonction 7 :

(vi) T,(t) £ T,(0") sur[0,7] et T,(¢) = T,(07) sur]—7,0].
Dans l'inégalité /i €08 tl_ —© > 15 €08 t? Al (0<1t <t, <), fixonst, et faisonstendre?, vers 0 :il vient
rsint; 7, sint,
t,—r(0 ' (0
r,eosty =1(0) L r'4(0) , puis T, () < T,(0") pourt€]0,7] .

nsintg,  7(0)

1y cost, —r(0) 5 1icost — r(0)

Partons maintenant de ,wvraie si—r <t, <t <0, fixons, et faisons tendret, vers0:

7 sinf, 7 sint

on aboutita 7;,(¢#) =2 7,(07) sur]—7,0[.

Dong, si T,(07) <a < T,(07), alors a < T(¢) site]—7,0[ eta>T,(¢) quand?€]0, 7] grace a (vi). On a alors
x—r(0)<ay surlebord de K et, par convexité, sur K tout entier, ce qui achéve la démonstration. Quand r est
dérivable ent =0, I'unique droite d’appui en M (0) est la tangente en M (0) au bord, d’équation

(x—7(0))r(0) = y.r'(0).
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5) Quand 7 est dérivable partout, 7 est de classe C!

Soit £(¢) I'affixe de M (¢) : f(¢t)=r(t)e" :latangente d I'en f(¢) est I'unique droite d’appuia K en f (7).
Cette tangente a pour équation det (X — £(¢), f'(£)) =0, 00 X = [j}j .

Comme f'(t) = r'(t)e" +ir(t)e", on constate que det(f(t), f'(t))=r*(t)>0.

Comme O estdans K ,ona det(X — f(t),f'(t)) <0 pourtout X € K ettout ¢.

a) 7' est bornée sur R
Comme K contient une boule fermée de centre O et de rayon a >0 :

det(ae” —r(t)e",r'(t)e" +ir(f)e") < 0 pour tous @ et ¢.
Sif=t+m/2
det(aie” — r(t)e",r'(t)e" +ir(t)e") = —ar'(t) — (1) 0.
Sif@=t-m/2
det(—aie” — r(t)e",r'()e" +ir(t)e") = ar'(t) — (1) 0.

2
t
D’ou|r'(?) I< FT() ; comme 7 est borné (K est borné), il en est de méme de 7',

b) 7' est continue

Si maintenant ¢, — ¢, soit /' une valeur d’adhérence de la suite bornée 7'(¢,) : L = (I'+ir(t))e" est alors une
valeur d’adhérence des ('(¢,)) . On sait que pour tout 7, det(X — f(z,), f'(¢,)) <0 sur K, aussi

det(X — f(¢),L) <0 sur K.Comme la droite d’appui en f(#) est unique, L est colinéaire a f'(¢) : il existe un
réel k tel que L=k(r'(t)+ir(t))e", d'ou L =k(r'(t)+ir(t))e" = (I'+ir(t))e".

Comme ret r' sontréelles, k =1 et ['=r'(¢). La suite'(¢,) n’a donc qu’une seule valeur d’adhérence qui est sa

limite: 7'(z,) > r'(?).
6) Une formule intégrale pour 7 quand rest de classe C'

a) Le théoréeme du relévement

, 1 . . . . . .
Comme f est également C' et que la fonction continue f' ne s’annule pas, il existe une fonction continue A , non

unique, telle que f'(z) = f'(¢)] ¢4 (théoréme du relévement), A étant une détermination continue de

I'argument, ou angle, de f'/| f'].
r(1)

N O

assure que tous les A(¢)—t se trouvent dans un méme intervalle |12k, (2k +1)7[ . Quitte a retrancher2kzr a 4,

Mais () = r'(t)e" +ir(t)e", d’ot sin(A(t)—t) = >0 ; le théoréme des valeurs intermédiaires

on peut donc imposer la condition A(z)—¢€]0,7z[ pour tout? : le relevement A est alors unique. De plus, pour
tout?, A(t+2m)— A(t) =27 et en particulier A(27)— A(0) =27 . En effet, f étant de période 27,
A(t+27m)— A(¢t) est un multiple de 277 ; par connexité, il existe un entier k pour lequel A(t+27x) — A(t) = 2kx
pour tout . L'écriture A(t +27)— A(t) = A(t +27x)—(t +27m)+t — A(t) + 27 montre que

A(t+2m)— A(t)elr, 3z, douk =1.
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Exemple. Si K est un disque de centre O, A(t)=t+7x /2.

b) |r(¢)=r(0)exp Uot cotan(A(x)— x)dx) .

Posonsv=| '] 1 £'(1) = r'()e" +ir(H)e" =v(t)e' ", d’oucotan(A(t)—1)=r'(t)/ r(t) etlaformule s’ensuit
en intégrant (rappelons que 0 < A(t)—t < 1 ). En particulier, par périodicité de r,

Iozncotan(A(t) —-1)dt=0.

c) La fonction A est croissante

On sait depuis 5) que pour tout X dans K et pour tout réel ¢,det (X — f(t),f'(t)) <0, et donc
det(f(6)— f(t),f'(t))<0 pourtous ¢ et &.Commedet(f(6)— f(t), f'(t))<0 équivaut a
det(f(6)— f(1),e4")<0,ilvient

r(0)sin(A(t)— 0) < r(t)sin (A1) —¢)
et donc aussi r(t)sin(A(0)—1) < r(0)sin(A(6)-0).
En multipliant : sin (A4(¢) — @)sin(A(0)—1t) < sin(A(¢t) —t)sin (A4(0) - 6).
Avec 2sinasinb = cos(a —b)—cos(a + b), on obtient sin (A(t) — A(6))sin(t— ) 2 0.

Par continuité uniforme, il existe 0 > 0 tel que|?— @ |< J entraine |A(t) - A(t9)| <7 :ilenrésulte alors que
A croit sur tout intervalle fermé de longueur J, puis on établit facilement que 4 croit sur R .
7) Une majoration de la longueur du bord quand » est C>

D’abord, toujours d’apres le théoréme du relevement, A4 est maintenant de classe C'et donc A'existe et est

continue.
a) Lafonction 4 est a dérivée positive

Puisque A est croissante et dérivable, c’est I'évidence. Toutefois, il m’a paru intéressant de laisser figurer la démons-

tration infinitésimale originelle.

On sait depuis 5) que pour tout X dans K et pour tout réel ¢,det (X — f(1),f'(t)) <0, et donc
det(f(t+h)—f(t),f'(t))<0 pourtous ¢ et h.En développant au second ordre en /,

det(hf’(t)+h2f"(t)/2+h28(h),f’(t))S0 ouencoredet(f"(t)+2&(h), f'(t)) <0 ce quiinduit
det(f"(t),f'(t))<0 . Calculons ce dernier déterminant en posant v(¢) =| f'(¢)| : on trouve — (1) A'(?),
dol 4'>0.

b) Lalongueur L du bord de K est majorée par 277 max r

Dabord, L=["1 70 |de= [T \r2 0+ (0 s avee 0= 10|40, L= [ £ O
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2 .
En intégrant par parties, on trouve L = ijo ”f(t)A'(t)e_’A([)dt ; comme 4'(¢) 20,
2
L Smax|f|_[0ﬁA'(t)dt:max|f|(A(27r)—A(0)) =27.maxr.
8) La condition classique 1/7+(1/7)">0

Onaétablien7a) det(f"(t),f'(t)) <0 pour tout ¢. Or un calcul direct, basé sur f(¢) = r(t)e”, donne

2 AV "
det(f(E),f"(1))=r +2(r)* =" 20 ;comme 1/r+(1/r)" =L +2(r3) il

, la condition est néces-

saire.

Réciproquement, si det ( f'(t), f"(t))=r"+2(r)> —rr" >0 pour tout ¢, 0uA' >0, alors
det(f(t+h)—f(t),f'(t))<0 pourtous ¢ et h,ouencoredet(X — f(t),f'(t)) <0 pourtout X dans K

et pour tout réel ¢.

Démonstration. Uinégalité det (f(0)— f(t),f'(t)) <0 équivaut a det(f(ﬁ)— f(t),e”'(”) <0, ouencorea
r(0)sin(A(t)—0) < r(t)sin(A(r)—1).
Notre but est donc de prouver que g(6) = r(8)sin(A(1)— 0) < g(r) quand & décrit [ —7,t+ 7] ; par continuité
de g, on peut se limiter a |t — 7z,t + 7|, ou remarquer plus simplement que g(¢ = 7) < 0 alors que g() > 0.
On dérive g : g'(6) =r'(0)sin(A(t) — 6) — r(8)cos(A(t) — ) est du signe de
sin (A(t) — A(6))
sin(A4(6)-0)
Comme sin(A(6)—6)>0, g'(0) estdusigne de sin(A(¢t)— A(6)).

cotan (A(8)— 0)sin(A(r)—0) —cos(A(t)— ) =

Les inégalités t —r<O@<t+m,0< A(t)—t<m,0< A(0)— 6 < 7 entrainent —27 < A(t) — A(6) <27 et donc
g2'(0) =0 seulement si A(t)— A(@)=0,%x . La croissance de 4, jointe a g(t = ) < 0, permet d’affirmer que
le maximum de g(0) sur [t —7,t+ ] est bien g(¢), la réciproque est établie.

9) Caractérisation intégrale des convexes compacts du plan tels que 7 soit C>

On avu en 6) que quand 7 était C', il existait une fonction continue A telle que '(£) =| £'(¢) | A0,
2
A()—te]0, 7], A(t+27)— A(t) =27, jo " cotan(A() —1)dt = 0 et r(r) = r(O)exp( I;cotan(A(x) - x)dxj .

Side plus r est CZ, on a démontré que la fonction 4 est croissante et c'.

s . . . 1 .
Réciproquement, soit A une fonction de classe C' et croissante telle que :

a) Vi A()—t€]0,z[ b) A(t+27)— A1) =27 ¢ joz”cotan(A(t) —#)di=0.
Si on pose r(t) = r(0) exp(ﬁ cotan(A(x)— x)dxj , 7(0)>0, K= {re” teR,0<r< r(t)}, () =r)e",

alors: () rest C et f'(1)= /()¢

(i) K est un convexe compact ayant O dans son intérieur et 7(t) = max{r >0:re' e K} .
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(i) 7 est manifestement C* puisque 7'(t)=r(t) cotan(A(t)—t) et que I'on peut dériver cette identité ; comme

S0 _ (cotan(A(r)—t)+i)e" _ A1) _ i)
1O J1+cotan® (A(r) - 1)

() =r'(H)e" +ir(t)e" il vient

(ii) 7 est de période 27 car d’une part ¢ > A(t)—t est de période 27, d’autre part J.Omcotan(A(t) —-t)dt=0.

Il en résulte que ¢ peut étre astreint a parcourir seulement I'intervalle[0,27] ; sur ce compact, la fonction continue
et strictement positive 7 est bornée et atteint ses bornes, d’ou 0 < m < r(¢) < M . On peut donc affirmer que K
est borné.

Prouvons que K est fermé en envisageant une suite convergente pne”" de K .D’abord p, aunelimite p, ensuite
(,) qui est confinée sur [0,277] a une sous-suite convergente, notée encore(¢,) : ¢, =t ; enfin, p, <r(¢,)im-

plique o < r(t) par continuité de 7, d’ou limpne”" ek.
n

K est convexe en vertu de 8) .

2 A'(¢) > 2 .
"=p'——————— doncdet(f'(t) f"(t))=r +2(r'")"—rr" 20 et par conséquent

det(X — f(t),f'(t)) <0 pourtout X dans K et pour tout réel ¢ : K est donc contenu dans une intersection

) 2
Onaici r" +2r'" —rr

de demi-plans, laquelle est convexe.
Montrons maintenant que K est I'intersection des demi-plans det (X — f(¢), 1 '(1)) <0 quand ¢ décrit R .

On pose X = (rcos@,rsinf) et on suppose det (X — f(t),f'(t)) <0 , condition équivalente a
cos(A(t)—1t)
sin(A(¢)—1)

Or, pourt =@, on obtient» < (@), X estdonc dans K par définition, qui est alors convexe.

r.r(t)cos(t—@)+r.r'(t)sin(t—60) < r*(t) et doncrcos(t—6)+r sin(t—0) < r(t).

Enfin, O est dans I'intérieur de K car par convexité, B(0,m) C K ; par convexité encore,

r(t) = max{r >0:re' e K} .

10) Application aux disques fermés d’un plan normé

Soit N une norme sur R? : la boule unité fermée est un convexe compact ayant O dans son intérieur.
Il est facile de vérifier que 7(¢) =1/ N(e") . On démontre (voir indication) que N est différentiable en 7(¢)e” si et
seulement si 7 est dérivable en ¢. L’ensemble des points du disque unité en lesquels /N n’est pas différentiable est

donc au plus dénombrable.

Indication. En dimension finie, une norme est différentiable en un x de la sphére unité si et seulement si il existe
un unique hyperplan d’appui en x a la boule unité fermée (Composition d’Analyse de I'Agrégation 1979,

http://megamaths.perso.neuf.fr/annales/agregationexterne1979comp2e.pdf ).




