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Dans toute cette note, X et sont des variables aléatoires réelles et indépendantes sur (Q, 7, p) .

Le calcul de p(X <Y') ne pose pas de problémes théoriques si I'une des deux variables est discréte : si Y ({2) est

une suite(y,), p(X <Y)= Z p(X<YetY=y, )= Z p(X<y,).p(Y =y,).Parexemple si X et} suivent

o (n=1 n
_ a b
des lois de Poisson de paramétres respectifsaetb, p(X <Y)=e (“+b)2(2—]—' ;poura=lethb=2,le
n

Al
n=l \_i=0 L*

calcul numérique donne p(X <Y)=0,606, p(X >Y)=0,259 et p(X =Y)=0,135.
Il en va tout autrement quand X et ¥ sont diffuses car p(X = x) = p(¥Y = ) =0 pour tous xet y.Le butde

cette note est de proposer une méthode de calcul de p(X < Y') qui contourne cette difficulté conceptuelle.

Notations

On appelle F' et G les fonctions de répartition respectives de X et ¥ : comme X et Y sont diffuse, les fonctions
positives et croissantes I’ et G sont continues sur R et méme uniformément continues car elles ont des limites finies
aux deux infinis. On désignera par f une densité (si elle existe) de X', par g une densité éventuelle deY .

1) p(X<Y):UreQ(X<retY>r)

En effet, deux réels a etb vérifienta < b si et seulement si il existe un rationnel 7 tel quea <r<b.

2) Comme QQ est dénombrable et p o — additive, p(X <Y') est donc la borne supérieure des réels

{p(UEf(X <retl> r)) : F finie et incluse dans @}

3) Soit F composée de n rationnels rangés par ordre croissant :7; <r, <...<7,.
n 7 ).z n s .
Nous allons calculer p | | (X <r etY >r) endécomposant I'événement | | (X <retY>r enréunion
i=1 1 1 i=1 i i

disjointe. Posons 4 =(X <r) etB, =(Y >r) : p(4)=F(r) car X estdiffuse, p(B,)=1-G(r;) etgracea
I'indépendance

p(4,NB)=F(r)(1-G(r)).
Deplus,4, c 4, c..c 4 e B CB

n—1

C...C B,, de sorte que
A=A +(4~4)+..+ (4~ 4,) (somme disjointe) et B, =| J'_ B, .

Aors | J 4 B, sécrit 4 N B, +(A4+dy—A) OB, +..+ (A + Ay — A +..4,— 4, )N B,

puis 4 N(B,U..UB )+(4,-A4)N(B,V..UB)+..+(4,-4,_,)NB,,

soit A NB +(4,-A4)NB,+..+(4, -4 _)NB,,

ouencore 4 N(B,—B,))+4,"(B,-B;)+..+4,_N(B,_,—B)+A4 NB,.

Comme ces deux dernieres réunions sont disjointes :

p(UL (X <5 et Y > 1) = FOD(1-G() + GO F(5) = F)] + .+ GO [ F (1) = F (1)
=F()[G(r) = G(H)]+..+ F(1,_)[G(1,) = G, )]+ F (1) (1- G(r,)).
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7 . n 7 .
Pour obtenir une expression simple de la borne supérieure des p (| | 1(X <retYy> 7”,-) nous supposons désormais
i=

que X aune densité f ouqueY aunedensité g.Sic’estY , nous allons minorer assez finement
F)[G)-Gm)]+...+ F(1, D[G() - G, )]+ F(;,) (1- G(1,))

de fagon a ce que le majorant obtenu soit la borne supérieure cherchée.
1

4) D'abord, F(r)[G(r,))—G(r;)]= F(rl-)‘[ " g, etcomme F est croissante, il vient
7

F(R)[G(r,) =G < [ Fg < F(1.)[G(.) =G ()]
d’ou
0< [ F(0g()dx = F()[G () = G S[F 1) = FONG ) = G()]
et

> FGG) =G < [ Figds s [ Feg@de+ 3 F )~ FONG0,) - G0

+oo
Ensuite, parce quel - G(r,) = I g:

FDIG(3) = G ot F 1 )[GO3) = G )]+ F) (1= G)) < [ Fogod+ | Fe =] Fe

et donc enfin p(Uref (X<retY> r)) < Iij(x)g(x)dx pour toute F finie dans Q.

5) p(X<Y)=] Fg

On se donne € > 0 et on veut trouver une partie finie 7 composée de rationnels telle que

p(U_,(x<rety>r)= f:F(x)g(x)dx_g_

+oo

a) Il existe un rationnel r < 0 tel queJ.‘ F(x)g(x)dx 2 IRFg — & il suffit quejr Fg <&, ce quiest possible.

b) Il existe un rationnel s > 0 tel que F(s)(1-G(s)) = I+m Fg—¢ :équivalent a rm (F(x)=F(s)g(x)dx<e,
or J.er (F(x)—F(s))g(x)dx <(1—-F(s)) quitend vers 0 quand s tend vers +infini.

c) Il existe un entier n tel que :

F(r)[G(r)-Gr)]+...+ F(r,)[G(r,) - G(r, )]+ F(r,)(1-G(r,)) = J‘: F(x)g(x)dx — € :on peut trouver

S—r

n telsi|x—y|< alors| G(x) — G(y) |€ €car g est uniformément sur R, d’ou

Y FG) - oG -G] <X [Fr) - F()] = [ F(r,) - F()] <e.

Autotal, p (U"Ef(X <retl> r)) > er(x)g(x)dx — 3¢, avec F finie de premier terme r, de dernier terme s

i(s—r
:r+—( )
n

etr, comme points intermédiaires (i allantde 1 3 n—1) : F est bien incluse dansQ .
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Conclusion. Soit X et Y des variables aléatoires réelles diffuses et indépendantes :

®si X aune densité [, p(X<Y)=J-Rp(Y>x)f(x)dx,

esi Y aunedensité g, p(X<Y)= IRp(X <y)g(y)dy.

Exemple. Supposons que X et Y suivent des lois exponentielles de paramétres respectifsa et b . Alors,

p(X<y)=.[yae_’”dt=1—e_“y, g(y)zbe_by,p(X<Y)=L.
0 a+b



