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15 - UNE FORMULE INTEGRALE POUR LES MESURES PRODUITS (MISE A JOUR)
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Rappelons que sim, est une mesure de probabilité sur un univers Q; muni d’une tribu 7, sim, est une mesure
de probabilité sur (L2,,7,), il existe sur (Q=Q, xQ,,7 =7, ®7T,) une mesure de probabilité m et une seule,
notée m, ® m, , telle que m(7, X T,) = m (T, )m,(T,) pour tous T, dansZ; et T, dans7,.Comme m est o -additive,

si A dans la tribu produit 7" est une réunion dénombrable disjointe de pavés T, XT"', , A= Z T,xT", , alors
n

m(A) = an(Tn).m(T'n) . On pourra consulter mon livre, paragraphe 13.2, page 212.

Qu’en est-il pour les événements de la tribu qui ne sont pas des réunions dénombrables de pavés, comme la
diagonale de Q2 quand €2, et 2, sont égaux et non dénombrables, et a condition que la diagonale soit dans la tribu

produit ? La réponse est donnée dans I’encadré ci-aprés, mais rappelons d’abord (p. 210) que si A est dans la tribu
7, ® T, toutes les sections 4, de A sont dans la tribu 7, et toutes les sections 4, sont dans la tribu 7;, ot pour

xdans Q, 4 ={yeQ,:(x,y)e A},pourydanst,Ay ={xeQ, :(x,y)e 4} :

Pour tout A de la tribu produit, x — m,(A4,) est m, - intégrable surQ2 ,

Yy —>my(A4,) est m,-intégrable surQ, et m(4) = J.lez(Ax) = Igzml(Ay) .

Cette formule a un double intérét : elle montre la nécessité du calcul intégral, elle explique pourquoi I'aire sous la
courbe d’équation y = f(x) s’obtient en intégrant f(x) qui est la longueur de la section en x de la surface sous la

courbe (la surface est I'intégrale d’une longueur et le volume I'intégrale d’une surface).

Pour établir la formule intégrale qui donne m(A), on introduit la famille des événements de 7 pour lesquels elle

est vraie :

F = {A €7 :x > m,(A,) estm,- intégrable et m(A4) = IQImZ(Ax)} ;
comme x — m, (A, ) est positive et bornée, il revient au méme de dire que

F= {Ae T :x —> my(A,) est T,- mesurable et m(A4) = IQImZ(Ax)}
mais nous n’aurons pas besoin de ce raffinement.

Nous allons prouver que F est une famille monotone (p. 103) qui contient tous les pavés de T ; on en déduira
que F est T tout entier en vertu du Théoréme de la classe monotone (p. 104).

1) F est une famille monotone de €2, X2,

a) F est stable par réunion dénombrable croissante

sid=|J 4,,avecd, c 4

.1, alors d’une part A€ 7, d’autre part m(4) =limm(4,) = limjQ m,(4,), .
Justifions ensuite limjQ my(4,), = J.Q limm,(4,), = '[Q m,(A), . D'abord, 4, = Un(An)x et(4,), < (4,,),

donc A4, =lim(4,), etm(A4,)=1limm(A4,), ; ensuite on applique, au choix, le Théoréme de convergence mono-
n n

tone de Beppo-Levi ou le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, a la suite des fonctions x — m(4,), :
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cette suite de fonctions est croissante, de limite x — m(A4), positive et majorée par m, (£2,).m,(£2,).

Chacun des deux théorémes assure que x — m, (4, ) est m;-intégrable .

b) F est stable par différence croissante : A et B dans F et A C B impliquent B— A€ F

En effet, B— A€ T et commem(B— A)=m(B)—m(A) :

m(B— A) = J.lez(Bx)—'[lez(Ax) = J.Ql(mz(Bx —A4))= '[lez(B—A)x ,doncB—Ae F.

c) F contient €, xXQ,
Pour tout x de Q, (@, xQ,), =@y, etdonc | m(QxQy), = [ m(Qy)=m(Q).m(Q,) = m(Q xQ,).

2) F contient les pavés de 7, ® 7,

Lorsque A = A X A, estdans7 , onsaitque 4, € 7, et 4, € 7T, (p. 210), etalors A, = A, si x€ A et A, = sinon;

évidemment, x — m, (A4, ) est m,-intégrable donc Ig m,(A4,)= IA m,(A,) =my(A4,).m (4 )=m(A) et Aestbien
dans F .

3) F coincide avec la tribu7
Par définition, 7, ® 7, est engendrée par les pavés et 'ensemble des pavés, P(7,) X P(7,) et est stable par inter-

section dénombrable puisque ﬂnAn XB, =ﬂnAn X ﬂan .

Le Théoréme de la classe monotone affirme que la famille monotone engendrée par une famille stable par
intersection finie est la tribu engendrée par cette famille : il en résulte que 7 < F . Comme F est contenue

dans7 ,F =T .

Deuxiéme démonstration. On prouve d’abord que, pour A dans 7 , x — m,(A,) est m,-intégrable, puis que la fonc-

tion 4 — ((A)= J.Q m, (A, ) est une mesure de probabilité sur la tribu produit, enfin que pour tout (7,7,) ona
1

(T, xT,) =m(T}).m,(T,) ;grace a I'unicité de la mesure produit, u=m, @m, =m.

APPLICATIONS

1) Une diagonale est négligeable pour la mesure produit si I'une des deux mesures est diffuse

Soit m,; etm, des mesures de probabilité sur(€,7°) dont I'une au moins est diffuse (7 contient alors tous les sin-
gletons, ou événements élémentaires, de (2 ). La mesure m = m; ® m, est diffuse sur(Qz,TXT) puisque par cons-
truction (m, ® m, )(x, y) = m,{x}.m,{y} . Quand la diagonale A de Q? est dans la tribu produit, m(A) =0 parce
que, si m, est diffuse par exemple, m,(A ) =m;{x} =0 pour tout x de Q.

En particulier, A est négligeable pour m ® m si m est diffuse.

2) Une courbe paramétrée du plan est-elle de surface nulle ?

On se donne une fonction continue F' de[0,1] dansR?, représentée par t — F(t) = (f(2),g(2)), f etgétant

des fonctions numériques continues sur[0,1]. Soit C la « courbe » image de[0,1] par F' : C est fermée et bornée
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L 2
dans le plan donc est mesurable pour m , m désignant la mesure de Borel sur les compacts de R” (la surface). Au-
cune confusion n’étant a craindre, on désignera aussi par m la mesure de Borel sur[0,1](la longueur).

On sait qu’il existe une fonction continue F' telle que C = [0,1]2 (courbe de Peano), d’ot m(C) =1, résultat déran-

geant. On sait aussi que m(C) = 0 lorsque les fonctions numériques f et g sont toutes les deux C! sur[0,1] (page

215, Un résultat sur les surfaces).

. . 1
Nous allons prouver que C est encore de mesure nulle si 'une seulement des fonctions f oug est C ('autre

demeurant continue). Supposons par exemple g a dérivée bornée et f continue sans plus. La section de C en le réel
x est 'ensemble des y pour lesquels il existe ¢ tel que x = f(¢) et y =g(¢),donc C, = g(f_l(x)), t décrivant

_ -1 _
£7(x). Puisque[0,1] = erR /7 (x), la mesure du fermé ' (x) est nulle pour tous les réels x sauf sur un en-
semble au plus dénombrable D de R parce que la famille des réels positifs m(f_1 (x)) est sommable (il suffit que m

soit additive). La fonction g étant a dérivée bornée, C, = g(f_l(x)) est de mesure nulle, comme f'(x), sur

R —D (p. 156). Il en résulte que I'intégrale de x — m(C,) surR — D vaut zéro ; comme D est négligeable pourm :

jolm(Cx)dx = m(C)=0.

3) Loide Z(x,y)=X(x)+Y(») quand X et Y sont a densité

X et Y sont deux variables aléatoires réelles de densité f et g sur(€,7, p); Z est (p. 217) une variable aléatoire
sur Q7 muni de la tribu produit 7 ® 7 (et de la probabilité produit ¢ = p ® p ). On sait déja que Z et X +Y ont

méme espérance (p. 218). Nous allons montrer de plus que Z a, résultat facile a retenir, la méme fonction de répar-
tition que X +Y quand X et Y sont indépendantes. Nous en donnons trois démonstrations.

Démonstration 1, avec les outils du texte :
Pour a réel, posons E ={we Q: X(w)+Y(w)<a}et £={(w,w,)e Q: X(w)+Y(w,)<a}

et prouvons que p(E) = ¢g(&). Le calcul de p(E) est classique quand X et Y sontindépendantes:
p(E)= J.ij(a —1)g(t)dt = J.jm F(t)g(a—t)dt , F étantlafonction de répartition de X
ou

p(E)= Ij: Gla—1t)f(t)ydt = Ij: G(t)f(a—t)dt , G étantlafonction de répartition de Y .

Pour évaluer ¢(&), on passe par les sections : Ep, =10, € Q: X(w,))+Y(@,) < a} ;ilvient

p(E,)=G(a-X(@) etdoncq(f) = jQG(a - X())dw,.
Or
IQG(a -X(w))do= J.R G(x)@(x)dx, o @ est une densité dew — a — X (w) .

Un petit calcul donne @(x) = f(a — x), ce qui termine la démonstration.

Deuxiéme démonstration, avec le délicat Théoreme de la fonction caractéristigue :

siE(e") = E(e") pour tout réel ¢, les variables aléatoires U et V' ont méme loi.
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(Consulter par exemple D. Foata et A. Fuchs, Calcul des probabilités, Masson, édition 1996, p. 171, Th. 7.1.)

E(eitZ) — J‘QzeizZ(x,y)dp(x)dp(y) — J'QeitX(x)dp(x)J'QzeitY(y)dp(y) — E(eitX).E(e”Y)

Comme X etY sontindépendantes, il en de méme de " ete™” etalors E(e™).E(e") = E(e"™*™),

doncZ et X +Y ont méme loi.

Troisieme démonstration, avec la décomposition de Z en somme de v.a. indépendantes

Eneffet, Z=U+V ,avecU(x,y)= X(x) etV (x,y)=Y(y). Les fonctionsU et} dont des variables aléatoires

surQ? : par exemple, (U <a) = (X < a)xQ, qui est dans la tribu produit. La loi de U est celle de X, la loi de V/

estcellede Y :parexemple, g(U <a)= q((X < a)xQ) = p(X <a).0nen déduit
EU)=EX),EV)=EY), E(Z)=EU)+E(V)=EX)+E(Y).

Les variables U et} sont indépendantes, par exemple

qU<aetV<b)y=q((X<a)x(Y <b)=p(X <a).p(Y <b)=qU<a)q(V <b).
Voila pourquoi la loi de Z est cellede X +Y quand on suppose X etY indépendantes.
De plus, V(Z2)=VU)+VV)=V(X)+V(Y).
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