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Dans toute la suite, E désigne un ensemble muni d’une distance d ; la frontiére d’une partie 4 de E est notée

_ 0
Fr(A) : Fr(A)= A— A.Siune frontiére est fermée, son intérieur n’est pas toujours vide : par exemple,

Fr(Q) =R .Tout fermé d’intérieur vide est la frontiére de lui-méme, mais qu’en est-il pour les fermés d’intérieur
non vide ? S'il est facile de vérifier que [0,1] est la frontiére de[0,1]NQ, un fermé quelconque de R est-il une

partie frontiere ? Nous nous proposons de répondre a cette question.

Un point a de E est ditisolé s'il existe un réelr > 0 tel que B(a,r) N E ={a} :le fermé {a} est donc ouvert et

E —{a} n’est pas dense dans E . Si E est sans pointisolé, alorsVae E VYr>0 dbe E d(a,b)<r, et toute par-
tie dense D de E est sans point isolé vis-a-vis d’elle-méme. En effet, si d € D, la boule ouverte B(d,r) contient un
a de E puisque E est sans point isolé et il existe p > 0 tel que B(a, p) € B(d,r), mais comme D estdense, il

existe € DN B(a,p).

Par application du théoréme de Zorn, pour tout £ > 0 assez petit, il existe un sous-ensemble A de E maximal pour

Finclusion tel que d(x, y) > € pour tous x et y distincts dans 4 . Autrement dit, sixe E — A4, il existea € A tel

que d(x,a)<&.Si BC A, B est fermée et si E est sans point isolé, 'ouvert E — B est dense dans E .

Le but de cette note est d’établir I'équivalence entre
1) E estsans pointisolé
2) il existe dans £ une partie dense d’intérieur vide

3) tout fermé de E est la frontiére d’une partie de E'.

1) implique 2)
On va construire dans E deux parties denses X et Y disjointes : ces deux parties seront d’intérieur vide.

Pour ce faire, on définit par récurrence trois suites de partiesde £, (E,), (X,,) et (¥,), telles que
E, estdensedans F,
X,cE, Y cE X ,NY =0.
® Onpose E, = E et X, désigne une partie maximale de E| telle qued(x,y)>1 pour x et y distincts dans X.
Pour tout x de X, on choisitun y de E, telque 0<d(x,y)<1/4 :untely existe car x est non isolé dans

E, ; onnoteY, 'ensemble des y ainsi choisis. Il est clair que

X,NY, =0 , yetz distincts dans Y] impliqued(y,z)>1/2.
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De plus E, — (X, +Y,) est' dense dans E, = E car E est sans point isolé et X, + Y] est un ensemble de points
dont les distances mutuelles sont > ¢, aveca >0 .
® Pourn=2,onpose E, =E, _, —(X,,+Y,,),puis X, désigne une partie maximale de E, telle que

d(x,y)>1/n pour x et y distincts dans X, . Pour tout x de X

n’

on choisitun y de E, tel que

0<d(x,y)<1/4n :untely existe car x est non isolé dans la partie dense E,.On noteY, I'ensemble des y

ainsi choisis. Il est clair que X, N Y, = , yetz distincts dansY, impliquant d(y,z)>1/2n.
e I, densedans E entraine E,,, = E, — (X, +Y,) densedans E . En effet, X, +Y, est un ensemble de points

n

dont les distances mutuelles sont = ¢/, avecar > 0 et donc £, ., est dense dans £, ; comme E, est dense dans £,

n’

alors £, | est densedans E'.

On définit maintenant X et} par X = Un X, etY = UnYn et on prouve leur densité :

e pourtoutxdeE, , d(x,X,)<1/n etd(x,Y,)<1/n+1/4n ;pardensité de E, dans E, ces deux inégalités
sont vraies dans E etalorsd(x,X)=d(x,Y)=0 pourtoutxdeFE .

® X et} sontdisjoints (etonaméme X +Y = E| = E'). Prouvons que X, N Y, = pourtout p et g :sip=gq,

c’est I'évidence ; si p < g par exemple, alorsY, C E, C E, tandisque X, C E, - E_.

Enfin, les parties denses disjointes X et Y ne peuvent pas contenir d’ouvert non vide, sinon ceux-ci ne sauraient

rencontrer a lafois X et ¥

2) implique 3)

Soit F' un fermé de E et D une partie dense d’intérieur vide.

_ 0
Il s’agit de trouver une partie G telle que F' = Fr(G). Nous allons construire G telleque F=G et G=O.

0
Pour &tre assuré que G =J, nous prendrons G < D . Reste a exhiber un sous-ensemble de D dont 'adhérence

est /. Dans D existe, pour tout 7, une partie maximale D, telle qued(x,y)=1/n pourx et y distincts dans D, .

0
Posons G, ={xe D, :d(x,F)<2/n}et G= Un G, : G=( car G estinclus dans D . Reste a montrer que

F = 5 , hous le faisons par double inclusion :
Montrons d’abord F — G . Soit f€ F et £>0, puis fixons un entiern > 2 / £ . Il existe par densité d € D tel que
d(f,d)<1/n ;comme D, estune partie maximale, il existed, € D, tel qued(d,,d)<1/n etil en résulte alors

que d(f,d,)<2/n<é&.0Onadoncd, € B(f,e)NG,, aussilaboule B(f,€) rencontre-t-elle G .

! A+B désigne la réunion de A et de B quand A et B sont disjoints
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Prouvons maintenant G < F . Soitu & F et posonsa = d(u,F),a>0.Pourn>4/a,B(u,a 14)NG, =3, carsi
xe G, etfeFtelqued(x,f)<3/n,du,x)=du,f)—d(x,f)=2a-3/n=al4.
Lorsquen <4/a,laboule B(u,a/8) nerencontre D, qu’en un seul point x au plus, sinon on aurait

1/n<d(x,x")<a/4 etdoncn>4/a.llenrésulte que B(u,a/8) NG est de cardinal fini :

u n’est pas adhérenta G .

3) implique 1)
Par contraposée :si a de E estisolé, {a} estun fermé qui n’est pas une frontiére. En effet, {a} est a la fois ouvert

_ 0 —
et fermé ; s'il existait G telle que Fr(G)=G—G ={a},onaurait ae G etdonc a dans G (raisonner par

0
I’absurde), puis a € G ce qui est impossible.



