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1) Traces d’une tribu engendrée

Soit 7 la tribu engendrée par une sous-famille F de P(Q),7 =7 (F) et A un événement de L. Nous allons
prouver que la trace de 7 sur A est la tribu engendrée par 7 N A (ce sont deux sous-tribus de P(A4) ). En d’autres
termes, 7 (F)NA=T (F N A): la trace d’une tribu engendrée par F est la tribu engendrée par la trace de F .

Démonstration. La trace de 7 sur A estl'ensemble {TNA:Te T(F)},FNAétant{FNA:FeF}.

Nous prouvons |'égalité cherchée par double inclusion.

a) comme F N Aestdans{T N A:T e T (F)},latribuengendrée T (F N A) estincluse dans
{TNnA:TeT(F)}.
b) pour établir que {T N A:T e T (F)} estdansT (F N A),onenvisage {T € T(F):TNAec T(FNA}:

c’est une tribu de P(€2) (elle contient €2, est stable par complémentaire et par réunion dénénombrable). Cette
tribu contient F par définition, donc contient 7 (F) .

2) Dans tout métrique séparable £, la tribu borélienne 3( £) est engendrées par les boules de rayon < &
Par définition, B(E) est la tribu engendrée par les ouverts de £ .Comme E est a base dénombrable d’ouverts, tout

ouvert de £ est une réunion dénombrable de boules ouvertes. La tribu engendrée par les boules ouvertes est donc
B(E). Cest un résultat classique (voir ici en cas de besoin).

Montrons maintenant, sans plus de difficulté que, pour tout £ > 0, B(E) est engendrée par les boules de rayon < €.
SoitU un ouvert de E : pour toutx de U , il exister > 0 tel que B(x,r) Cc U, et alors B(x,min(r,&)) Cc U . Ces

boules forment un recouvrement ouvert de U, on peut donc en extraire un recouvrement dénombrable. Ainsi U
est réunion dénombrable de boules de rayon < £ et 'assertion est démontrée.

3) Si un espace métrique X n’est pas séparable, 2) est pris en défault
On va montrer qu’il existe £ > 0 tel que B(E) n’est pas engendrée par les boules de rayon < €.

a) Il existe un entier 1> 0 et Q infini non dénombrable © X tel qued(x, y) >1/n surQ*quand x # y
Soitu et v deux points distincts de X et posonsa =d(u,v).

Pour n entier>1/a, soit A, la classe non vide des parties 4 de X telles que d(x,y)=1/n sur A% quand x # V.
.An est un ensemble partiellement ordonné par I'inclusion et inductif : d’aprés le Théréme de Zorn (mon livre, cha-
pitre 17), .An contient une partie maximale pour I'inclusion, on la notera 4, . Prouvons que la réunion des A4, est

dense dans X .

Soitxe X :pourtoutn 21/a, il existe a, dans 4, tel qued(x,a,)<1/n,sinon 4, U {x} seraitdans A, et 4,

ne serait pas maximale dans A, . La suite (a,,) ayantx pour limite, la réunion des A4, est dense dans X .

Comme X n’est pas séparable, la réunion des A4, n’est pas dénombrable, donc un de ses constituants A, est indé-

nombrable : nous poserons Q= 4, .
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b) Q est un borélien de X car c’est un ouvert (et un fermé), tout sous-ensemble de 2 est un fermé-ouvert, donc
borélien : toute partie de Q est borélienne.

c) llexiste Z dansQ2 tel que card Z > R et card(Q2—7) > R,

D’apreés |'Hypothése du continu, puisque card Q > X, alorscard Q = X, = cardR . |l existe alors une injection f de

R dansQ : Z = f(R")convient, car Q—Z contient indénombrable f (]—o,0[) . (Xavier Oudot).

d) Soit 7 la sous-tribu de P(X') engendrée par la famille 7 des boules de rayon< & /2.
D’aprés 1), la trace de 7 sur Q2 est la tribu engendrée par la trace de F sur Q. La trace de F sur 2 est I'ensemble
des singletons de €. La tribu engendrée par les singletons est constituée des parties de £ qui sont soit dénom-

brable (au plus), soit de complémentaire (dans €2 ) dénombrable. Cette tribu ne contient donc pas Z .
Si Z appartenaita 7 =7 (F), I'égalité Z =Z N prouverait que Z serait dans la trace de 7 sur Q.

Il en résulte que Z n’est pasdans 7 .



